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¿Qué es un sistema dinámico?

Un sistema dinámico es un sistema que evoluciona, o cambia, con
el tiempo.

Por ejemplo:
▶ Las bolas en un juego de pool.
▶ Los precios de los artículos de la canasta básica.
▶ La población de mosquitos aedes aegypti en la ciudad.
▶ La tabla del clausura.
▶ El juego “La danza de los números”.



En matemática, tenemos muchas herramientas para estudiar
sistemas dinámicos. El modelo más sencillo de un sistema dinámico
es una función

f : X → X .

Por ejemplo, si estamos estudiando el movimiento de la Tierra
alrededor del Sol, consideramos

X = {(p, v⃗)},

donde p es una posición y v⃗ una velocidad.
Si conocemos la posición y la velocidad de la Tierra en un
momento, podemos determinar la posición y la velocidad que
tendrá la Tierra en una semana.



Definimos f : X → X de la manera siguiente:

Si x = (p, v) indica la posición y velocidad actual, f (x) indica
la posición y velocidad en una semana.

Observemos f (f (x)) nos da la posición y velocidad en dos semanas.



P̀eˇr`o ”m`ej̇´o˘rffl...

¡V`a‹m`oş `affl ¯jˇu`g´a˚r!



Jˇu`gˇu`e›m`oş `affl ˜l´affl `d`a‹n˚z´affl `d`e ˜l´oş ”n˚ú‹m`eˇr`oş

P̀a¯sfi`o 1: C`a`d`affl ¯jˇu`g´a`d`o˘rffl `eṡfi`cˇr˚i˜bfle ˚u‹nffl ”n˚ú‹m`eˇr`o `d`e´cˇi‹m`a˜l `e›n˚tˇr`e
0 ”y 1. P̀o˘rffl `ej̇´e›m¯p˜l´o ”x = 0,1275785329423...

P̀a¯sfi`o 2: A ¯p`o“n`eˇrffl ˜l´a¯s ˜fˇi`c‚h`a¯s... S̊iffl ˚tˇuffl ”n˚ú‹m`eˇr`o `eṡ
0,1275785329423..., ¯p`o“n`éṡ ˚tˇuffl ˜fˇi`c‚h`affl `e›nffl 0,12.

P̀a¯sfi`o 3: D˚i‹v˘i`d˚i‹m`oş `affl ”x `e›n˚tˇr`e 2 ”y ”m`o“vfle›m`oş ˜l´affl ˜fˇi`c‚h`affl.

P̀a¯sfi`o 4: D˚i‹v˘i`d˚i‹m`oş `affl ”x `e›n˚tˇr`e 2 ”y ”m`o“vfle›m`oş ˜l´affl ˜fˇi`c‚h`affl.
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¿Q˚u`é ”vfle›m`oş?

U”nffl `a˚tˇr`a`cˇt´o˘rffl

S̊i‹nffl ˚i‹m¯p`o˘r˚t´a˚rffl `c´o“nffl `qfi˚u`é ”n˚ú‹m`eˇr`o ”x `e›m¯p`e´c´e›m`oş, `a˜l `a¯p˜lˇi`c´a˚r˜l´e
˜f ”m˚u`c‚h`a¯s ”vfle´c´eṡ ¯sfi˚i`e›m¯p˚r`e ˚t´eˇr‹m˚i‹n`a‹m`oş `c´o“nffl ˚u‹nffl ”n˚ú‹m`eˇr`o
”m˚u‹y `c´eˇr`c´a‹n`o `affl 0.



¿Q˚u`é ”vfle›m`oş?

U”nffl `a˚tˇr`a`cˇt´o˘rffl
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0 ”y 1. P̀o˘rffl `ej̇´e›m¯p˜l´o ”x = 0,1275785329423...

P̀a¯sfi`o 2: A ¯p`o“n`eˇrffl ˜l´a¯s ˜fˇi`c‚h`a¯s... S̊iffl ˚tˇuffl ”n˚ú‹m`eˇr`o `eṡ
0,1275785329423..., ¯p`o“n`éṡ ˚tˇuffl ˜fˇi`c‚h`affl `e›nffl 0,12.

P̀a¯sfi`o 3: A ”x, ˜l´e ¯sfi˚u‹m`a‹m`oş 0,5.
S̊iffl ”n`oş `qfi˚u`e´d`ó ˚u‹nffl ”n˚ú‹m`eˇr`o `e›n˚tˇr`e 0 ”y 1, ˜l´o `d`ej̇´a‹m`oş
`a¯sfi˚íffl.
S̊iffl ”n`oş `qfi˚u`e´d`ó ˚u‹nffl ”n˚ú‹m`eˇr`o ”m`a‹y´o˘rffl `qfi˚u`e ˚u‹n`o, ˜l´e
˚r`eṡfi˚t´a‹m`oş 1.
M`o“vfle›m`oş ˜l´affl ˜fˇi`c‚h`affl.
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S̊iffl ”n`oş `qfi˚u`e´d`ó ˚u‹nffl ”n˚ú‹m`eˇr`o ”m`a‹y´o˘rffl `qfi˚u`e ˚u‹n`o, ˜l´e
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P̀a¯sfi`o 1: C`a`d`affl ¯jˇu`g´a`d`o˘rffl `eṡfi`cˇr˚i˜bfle ˚u‹nffl ”n˚ú‹m`eˇr`o `d`e´cˇi‹m`a˜l `e›n˚tˇr`e
0 ”y 1. P̀o˘rffl `ej̇´e›m¯p˜l´o ”x = 0,1275785329423...

P̀a¯sfi`o 2: A ¯p`o“n`eˇrffl ˜l´a¯s ˜fˇi`c‚h`a¯s... S̊iffl ˚tˇuffl ”n˚ú‹m`eˇr`o `eṡ
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Ó˚r˜b˘i˚t´a¯s ¯p`eˇr˚i`óˆd˚i`c´a¯s

A˜l `a¯p˜lˇi`c´a˚rffl ˜f `d`oş ”vfle´c´eṡ, ”vˆo˝l›vfle›m`oş `a˜l ”n˚ú‹m`eˇr`o ˚i‹n˚i`cˇi`a˜l.
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EL CAOS



¿Q˚u`é ”vfle›m`oş?

C`a`oş

H`a‹y ”x `qfi˚u`e ”n`o `c´a‹m˜b˘i`a‹nffl, `c´o“m`o ¯p`o˘rffl `ej̇´e›m¯p˜l´o 0,33333333...
H`a‹y `o˘tˇr`oş `qfi˚u`e ˚tˇi`e›n`e›nffl `ó˘r˜b˘i˚t´affl ¯p`eˇr˚i`óˆd˚i`c´affl, `c´o“m`o ¯p`o˘rffl
`ej̇´e›m¯p˜l´o 0,1717171717... `o 0,538538538...
P̀a˚r`affl ˜l´affl ”m`a‹y´o˘r˚í`affl, ”n`o ¯p`a˚r`e´c´e ˛h`a˜bfleˇrffl ˚u‹nffl ¯p`a˚tˇr`ó“nffl.



¿Q˚u`é ”vfle›m`oş?

C`a`oş
H`a‹y ”x `qfi˚u`e ”n`o `c´a‹m˜b˘i`a‹nffl, `c´o“m`o ¯p`o˘rffl `ej̇´e›m¯p˜l´o 0,33333333...

H`a‹y `o˘tˇr`oş `qfi˚u`e ˚tˇi`e›n`e›nffl `ó˘r˜b˘i˚t´affl ¯p`eˇr˚i`óˆd˚i`c´affl, `c´o“m`o ¯p`o˘rffl
`ej̇´e›m¯p˜l´o 0,1717171717... `o 0,538538538...
P̀a˚r`affl ˜l´affl ”m`a‹y´o˘r˚í`affl, ”n`o ¯p`a˚r`e´c´e ˛h`a˜bfleˇrffl ˚u‹nffl ¯p`a˚tˇr`ó“nffl.



¿Q˚u`é ”vfle›m`oş?

C`a`oş
H`a‹y ”x `qfi˚u`e ”n`o `c´a‹m˜b˘i`a‹nffl, `c´o“m`o ¯p`o˘rffl `ej̇´e›m¯p˜l´o 0,33333333...
H`a‹y `o˘tˇr`oş `qfi˚u`e ˚tˇi`e›n`e›nffl `ó˘r˜b˘i˚t´affl ¯p`eˇr˚i`óˆd˚i`c´affl, `c´o“m`o ¯p`o˘rffl
`ej̇´e›m¯p˜l´o 0,1717171717... `o 0,538538538...

P̀a˚r`affl ˜l´affl ”m`a‹y´o˘r˚í`affl, ”n`o ¯p`a˚r`e´c´e ˛h`a˜bfleˇrffl ˚u‹nffl ¯p`a˚tˇr`ó“nffl.



¿Q˚u`é ”vfle›m`oş?

C`a`oş
H`a‹y ”x `qfi˚u`e ”n`o `c´a‹m˜b˘i`a‹nffl, `c´o“m`o ¯p`o˘rffl `ej̇´e›m¯p˜l´o 0,33333333...
H`a‹y `o˘tˇr`oş `qfi˚u`e ˚tˇi`e›n`e›nffl `ó˘r˜b˘i˚t´affl ¯p`eˇr˚i`óˆd˚i`c´affl, `c´o“m`o ¯p`o˘rffl
`ej̇´e›m¯p˜l´o 0,1717171717... `o 0,538538538...
P̀a˚r`affl ˜l´affl ”m`a‹y´o˘r˚í`affl, ”n`o ¯p`a˚r`e´c´e ˛h`a˜bfleˇrffl ˚u‹nffl ¯p`a˚tˇr`ó“nffl.



¿Q˚u`é ”vfle›m`oş?

C`a`oş
H`a‹y ”x `qfi˚u`e ”n`o `c´a‹m˜b˘i`a‹nffl, `c´o“m`o ¯p`o˘rffl `ej̇´e›m¯p˜l´o 0,33333333...
H`a‹y `o˘tˇr`oş `qfi˚u`e ˚tˇi`e›n`e›nffl `ó˘r˜b˘i˚t´affl ¯p`eˇr˚i`óˆd˚i`c´affl, `c´o“m`o ¯p`o˘rffl
`ej̇´e›m¯p˜l´o 0,1717171717... `o 0,538538538...
P̀a˚r`affl ˜l´affl ”m`a‹y´o˘r˚í`affl, ”n`o ¯p`a˚r`e´c´e ˛h`a˜bfleˇrffl ˚u‹nffl ¯p`a˚tˇr`ó“nffl.



¿Q˚u`é ”vfle›m`oş?

C`a`oş
Y ˜l´o ”m`á¯s ˚i‹m¯p`o˘r˚t´a‹n˚t´e:

H`a‹y ¯sfi`e›n¯sfi˚i˜b˘i˜lˇi`d`a`dffl ˚r`eṡfi¯p`e´cˇt´o `d`e ˜l´a¯s `c´o“n`d˚i`cˇi`o“n`eṡ ˚i‹n˚i`cˇi`a˜l´eṡ.
D`oş ”n˚ú‹m`eˇr`oş ”x `e ”y ¯p˚u`e´d`e›nffl `eṡfi˚t´a˚rffl ”m˚u‹y `c´eˇr`c´affl, ”y ¯sfi˚iffl ˜l´eṡ

`a¯p˜lˇi`c´a‹m`oş ˜f ”m˚u`c‚h`a¯s ”vfle´c´eṡ, ˚t´e›n`eˇrffl `e›vˆo˝lˇu`cˇi`o“n`eṡ ”m˚u‹y
`d˚i˜f´eˇr`e›n˚t´eṡ.

P̀o˘rffl `ej̇´e›m¯p˜l´o, 0,1234567898352854... ”y
0,1234567892463185...



¿Q˚u`é ”vfle›m`oş?

C`a`oş
Y ˜l´o ”m`á¯s ˚i‹m¯p`o˘r˚t´a‹n˚t´e:

H`a‹y ¯sfi`e›n¯sfi˚i˜b˘i˜lˇi`d`a`dffl ˚r`eṡfi¯p`e´cˇt´o `d`e ˜l´a¯s `c´o“n`d˚i`cˇi`o“n`eṡ ˚i‹n˚i`cˇi`a˜l´eṡ.

D`oş ”n˚ú‹m`eˇr`oş ”x `e ”y ¯p˚u`e´d`e›nffl `eṡfi˚t´a˚rffl ”m˚u‹y `c´eˇr`c´affl, ”y ¯sfi˚iffl ˜l´eṡ
`a¯p˜lˇi`c´a‹m`oş ˜f ”m˚u`c‚h`a¯s ”vfle´c´eṡ, ˚t´e›n`eˇrffl `e›vˆo˝lˇu`cˇi`o“n`eṡ ”m˚u‹y

`d˚i˜f´eˇr`e›n˚t´eṡ.
P̀o˘rffl `ej̇´e›m¯p˜l´o, 0,1234567898352854... ”y

0,1234567892463185...



¿Q˚u`é ”vfle›m`oş?

C`a`oş
Y ˜l´o ”m`á¯s ˚i‹m¯p`o˘r˚t´a‹n˚t´e:

H`a‹y ¯sfi`e›n¯sfi˚i˜b˘i˜lˇi`d`a`dffl ˚r`eṡfi¯p`e´cˇt´o `d`e ˜l´a¯s `c´o“n`d˚i`cˇi`o“n`eṡ ˚i‹n˚i`cˇi`a˜l´eṡ.
D`oş ”n˚ú‹m`eˇr`oş ”x `e ”y ¯p˚u`e´d`e›nffl `eṡfi˚t´a˚rffl ”m˚u‹y `c´eˇr`c´affl, ”y ¯sfi˚iffl ˜l´eṡ

`a¯p˜lˇi`c´a‹m`oş ˜f ”m˚u`c‚h`a¯s ”vfle´c´eṡ, ˚t´e›n`eˇrffl `e›vˆo˝lˇu`cˇi`o“n`eṡ ”m˚u‹y
`d˚i˜f´eˇr`e›n˚t´eṡ.

P̀o˘rffl `ej̇´e›m¯p˜l´o, 0,1234567898352854... ”y
0,1234567892463185...



E˜l `e¨f´e´cˇt´o ”m`a˚r˚i¯p`oşfi`affl

E”nffl 1952, R`a‹y B˚r`a`d˜b˘u˚r‹y `eṡfi`cˇr˚i˜b˘i`ó ˚u‹nffl ˜f´a‹m`oşfi`o `cˇu`e›n˚t´o
˜l¨l´a‹m`a`d`o ‘‘E˜l ˚r˚u˚i`d`o `d`e ˚u‹nffl ˚tˇr˚u`e›n`o’’. E”nffl `é¨l, ˜l´affl ”m˚u`eˇr˚t´e `d`e
˚u‹n`affl ”m`a˚r˚i¯p`oşfi`affl `e›nffl `e¨l ¯p`a¯sfi`a`d`o, `c´a˚u¯sfi`a`d`affl ¯p`o˘rffl ˚u‹nffl ”v˘i`a¯j´eˇr`o `e›nffl
`e¨l ˚tˇi`e›m¯p`o, `a˜lˇt´eˇr`affl `e¨l ¯p˚r`eṡfi`e›n˚t´e `d`e ”m`a‹n`eˇr`affl ˚t´eˇr˚r˚i˜b˝l´e.

E”nffl 1972, `e¨l ”m`a˚t´e›m`á˚tˇi`c´o ”y ”m`eˇt´e´o˘r`ó˝l´oˆg´o E`d‹wˆa˚r`dffl L`o˘r`e›n˚tˇz
`d˚i`o ˚u‹n`affl `c´o“n˜f´eˇr`e›n`cˇi`affl ˚i‹n˚tˇi˚tˇu˜l´a`d`affl

‘‘P̊r`e´d˚i`cˇtˇi˜b˘i˜lˇi`d`a`dffl, ¿`e¨l `a˜l´eˇt´e´o `d`e ˚u‹n`affl ”m`a˚r˚i¯p`oşfi`affl `e›nffl B˚r`a¯sfi˚i˜l
˛h`a`c´e `a¯p`a˚r`e´c´eˇrffl ˚u‹nffl ˚t´o˘r‹n`a`d`o `e›nffl T`e›x´a¯s?’’



E˜l `e¨f´e´cˇt´o ”m`a˚r˚i¯p`oşfi`affl

H`a‹y ”m˚u`c‚h`oş `ej̇´e›m¯p˜l´oş `d`e ¯sfi˚i¯sfi˚t´e›m`a¯s `d˚i‹n`á‹m˚i`c´oş `c´a`ó˘tˇi`c´oş. S̊uffl
`c´o“m¯p`o˘r˚t´a‹m˚i`e›n˚t´o, `d`e¨b˘i`d`o `affl ˜l´affl ¯sfi`e›n¯sfi˚i˜b˘i˜lˇi`d`a`dffl ˚r`eṡfi¯p`e´cˇt´o `d`e ˜l´a¯s
`c´o“n`d˚i`cˇi`o“n`eṡ ˚i‹n˚i`cˇi`a˜l´eṡ, `eṡ `e›xˇtˇr`e›m`a`d`a‹m`e›n˚t´e `d˚i˜fˇí`cˇi˜l `d`e
¯p˚r`e´d`e´cˇi˚rffl. E˜l `ej̇´e›m¯p˜l´o ”m`á¯s `c¨l´a˚r`o `d`e `eṡfi˚t´o `eṡ `e¨l `c¨lˇi‹m`affl.



Muchas gracias.


